









In het begin van The Logic of Scientific Discovery schrijft Karl Popper​[1]​ dat er vier manieren zijn om een natuurwetenschappelijke theorie te beoordelen: er kan worden gekeken naar logische consistentie, naar de vorm van een theorie, de relatie tot andere theoretische ideeën----en ten slotte kan men zijn aandacht richten op de overeenstemming met de waarneming. Daarna gaat het boek vrijwel uitsluitend over het laatste punt. 






In 1687 publiceerde Isaac Newton zijn Philosophiae Naturalis Principia Mathematica. Dit boek is ook nu nog, meer dan driehonderd jaar na zijn verschijnen, een hoeksteen van de natuurkunde. Het bevat de principes van de “klassieke mechanica”, een theorie over de beweging van objecten onder de invloed van krachten. De basis van deze bewegingsleer wordt gelegd door een aantal axioma’s of “bewegingswetten”. De bekendste zijn de traagheidswet, die zegt dat een lichaam waarop geen krachten werken zich eenparig rechtlijnig voortbeweegt, en de -wet die vastlegt hoe groot de versnelling  is die een lichaam ondergaat als er een kracht op werkt (de evenredigheidsconstante  is de “trage massa” van het lichaam). De uitwerking van de gevolgen van deze axioma’s laat zien dat de beweging van objecten (de eenvoudigste objecten, denk aan kleine bolletjes, worden “deeltjes” genoemd) volgens de klassieke mechanica wordt beheerst door differentiaalvergelijkingen, die een verband leggen tussen situaties op verschillende ogenblikken. De toepassing van deze vergelijkingen op situaties die normalerwijs door fysici worden bekeken leidt tot het resultaat dat er precies één oplossing is bij gegeven begincondities. Denk bijvoorbeeld aan een deeltje dat zich vrij beweegt, zonder inwerking van krachten. Als de snelheid  en positie  van zo’n deeltje op één tijdstip zijn gegeven, liggen zijn snelheid en positie op alle andere momenten vast: en. Dit is ook het geval in de ingewikkeldere situaties die gewoonlijk in de klassieke mechanica worden behandeld, situaties waarin wel krachten aanwezig zijn. De theorie laat in deze gevallen maar één mogelijkheid open voor het toekomstig gedrag van het deeltje zodra zijn huidige positie en snelheid vaststaan: de theorie leidt tot determinisme. 

De klassieke mechanica is zo gezien een geheel van strikte, wiskundig geformuleerde en deterministische, natuurwetten. Dit heeft het paradigmatische beeld opgeleverd van hoe een natuurkundige theorie er uit dient te zien----een voorbeeld dat ook tegenwoordig wordt nagevolgd.

Een tweede kenmerk van Newtons theorie is de scheiding die erin wordt aangebracht tussen materiele objecten aan de ene kant en de ruimte aan de andere. Om de bewegingswetten te kunnen formuleren neemt Newton aan dat het betekenis heeft te zeggen dat een deeltje zich met constante snelheid langs een rechte lijn beweegt, zelfs als er sprake is van een enkel deeltje in een overigens leeg universum. Blijkbaar moet in de lege ruimte vastliggen wat een rechte lijn is, en ook wat gelijke afstanden op die lijn zijn (want constante snelheid betekent dat in gelijke tijden gelijke afstanden worden doorlopen). Newton postuleert de ruimte als een zelfstandige entiteit, die onafhankelijk van de materie bestaat en meetkundige (namelijk Euclidische) eigenschappen bezit. De ruimte----soortgelijke dingen gelden voor de tijd----is bij Newton feitelijk fundamenteler dan de materie: pas door het bestaan van ruimte en tijd kan de materie, die immers altijd plaats en een snelheid bezit, er ook zijn. 






Newtons theorie had een geweldig succes. Het kunnen geven van een buitengewoon precieze kwantitatieve behandeling zowel van de planetenbeweging als van de beweging van objecten op aarde maakte enorme indruk en definieerde het ideaal van de moderne natuurwetenschap. Desalniettemin was er ook kritiek: Christiaan Huygens beschouwde de werking op afstand (“actio in distans”) die de Newtoniaanse gravitatiewet kenmerkt als een terugkeer naar de occulte kwaliteiten van de Scholastiek, terwijl Leibniz zijn pijlen vooral richtte op Newtons absolute ruimte​[3]​.

In een van zijn redeneringen vraagt Leibniz ons om ons de situatie, volgens Newton, in te denken van God, vlak voor de schepping van het zonnestelsel.  De lege ruimte  ligt al klaar om gevuld te worden, er moet alleen nog een beslissing worden genomen over de plek waar het middelpunt van het zonnestelsel terecht zal komen. Nu wreekt zich de homogeniteit van de ruimte: omdat alle posities gelijkwaardig zijn, kan er geen reden zijn om de ene plek boven de andere te verkiezen. God moet wel gevangen raken in een embarras du choix die Hem verhindert tot de scheppingsdaad te komen. Omdat de schepping feitelijk wel tot stand is gekomen kan het Newtoniaanse beeld dus niet deugen. Leibniz stelt daarom voor dat de----volgens Newton----verschillende mogelijkheden die corresponderen met verschillende posities van het zonnestelsel in de absolute ruimte feitelijk alle dezelfde situatie weergeven. Dat komt erop neer dat alleen relatieve afstanden tussen objecten (hier de zon en de planeten)  worden erkend als zinvolle grootheden----absolute posities, en daarmee de absolute ruimte, zijn verzinsels van onszelf die niet corresponderen met iets dat buiten ons objectief bestaat. 

We kunnen Leibniz’ gedachte in een modern jasje steken, zonder de theologische componenten. Beschouw een universum à la Newton, bestaande uit in de absolute ruimte gesitueerde materiële lichamen die aan de bewegingsvergelijkingen van de klassieke mechanica voldoen. Zoals we al weten moeten we verwachten dat het gedrag van dit universum strikt deterministisch zal zijn: gegeven de situatie op een bepaald moment, zal er slechts één enkele mogelijkheid zijn voor de posities van alle lichamen op alle andere tijden. Neem nu deze deterministische oplossing van de vergelijkingen en pas er een willekeurige ruimtelijke translatie op toe, zodanig dat alle onderlinge afstanden en oriëntaties van de lichamen hetzelfde blijven. Deze translatie mag van moment tot moment anders zijn. Beginnend met onze unieke Newtoniaanse oplossing genereren we zo een oneindig aantal andere “geschiedenissen van het universum”,  die op ieder moment dezelfde onderlinge afstanden en richtingen tussen de deeltjes laten zien als de oorspronkelijke oplossing, maar verschillen wat betreft hun positie in de absolute ruimte. We kunnen de verzameling variaties op de oorspronkelijke oplossing nog verder laten groeien door ook (tijdafhankelijke) spiegelingen en draaiingen op te nemen bij de toegestane transformaties. Volgens de mechanica van Newton zelf zijn deze alternatieven ononderscheidbaar van de Newtoniaanse evolutie waarmee we begonnen: de ruimte is immers homogeen en isotroop en er is daarom empirisch niet te merken hoe configuraties van lichamen als geheel in de ruimte geplaatst of georiënteerd zijn.  Het enige dat voor ons toegankelijk is en door ons geverifieerd kan worden zijn de onderlinge afstanden en oriëntaties van de deeltjes, als functies van de tijd; en die zijn hetzelfde in alle zojuist geconstrueerde alternatieven.

We zien zo dat er een spanning zit in het bouwwerk van de klassieke mechanica. Aan de ene kant wordt de theorie gekenmerkt door deterministische wiskundige evolutievergelijkingen; aan de andere kant wordt er een theater voor die evolutie verondersteld waarin geen onderscheid wordt gemaakt tussen de ene en de andere plek op het toneel.  Deze twee elementen leiden tot een paradox: er zijn blijkbaar oneindig veel evoluties, allemaal compatibel met de oorspronkelijke begincondities, die alle even goed voldoen om de waarneembare verschijnselen te verklaren----in strijd met het veronderstelde determinisme. Deze conclusie is  gebaseerd op een interne analyse van de structuur van de theorie. De vraag of de klassieke mechanica een empirisch adequate theorie is, hoe goed zij geconfirmeerd is, enzovoort, is hier niet aan de orde. 

Een mogelijke reactie op de moeilijkheid is te zeggen dat al die op elkaar lijkende verschillende evoluties wel degelijk verschillen: ze zijn immers anders met betrekking tot de absolute ruimtelijke positie van onze configuraties, al is het waar dat we dat onderscheid nooit via waarnemingen kunnen constateren. De theorie van Newton geeft de enige juiste evolutie, zo gaat deze repliek dan verder. Dit is een logisch houdbare positie. Daarom heb ik boven over een paradox gesproken, en niet over een inconsistentie. De klassieke mechanica is intern logisch consistent (althans, het tegendeel hiervan is boven niet gebleken). De paradox wordt veroorzaakt door een conflict met het idee dat situaties die één unieke beschrijving bezitten in termen van waarnemingsgrootheden, ook door één stand van zaken in de theorie moeten worden voorgesteld. Dit is een idee dat in de praktijk van de fysica doorgaans als een vanzelfsprekend theoretisch desideratum wordt gezien: als een theorie er niet aan voldoet is zij “oneconomisch” en dient ze aan een afslankingskuur te worden onderworpen. De paradox maakt ons erop attent dat zelfs de klassieke mechanica niet aan deze eis van theoretische zuinigheid beantwoordt; dat ook deze theorie dient te worden herzien als we het zuinigheidsprincipe strikt willen handhaven. 






De zojuist besproken op Leibniz geïnspireerde determinisme-paradox raakte niet aan het deterministische karakter van de klassiek-mechanische bewegingsvergelijkingen zelf; het probleem zat veeleer in de aard van de ruimtelijke achtergrond waarin de oplossingen van de vergelijkingen worden ingebed. Recent zijn echter een aantal paradoxen geformuleerd die op een directere manier de deterministische standaardinterpretatie van de vergelijkingen van de klassieke mechanica ter discussie stellen. Sterker nog: door deze paradoxen rijst zelfs de vraag of energie-, impuls- en massabehoud, altijd gezien als centrale mechanische principes, wel werkelijk deel uitmaken van de theorie. 

De paradoxale situaties waar het hier om gaat doen zich voor bij de beschouwing van zogenaamde supertaken, opdrachten waarin een oneindig aantal opgaven binnen een eindige tijd moet worden volbracht. Dit doet onmiddellijk denken aan Achilles op de renbaan, die in korte tijd de helft van het parcours moest afleggen, vervolgens de helft van het resterende stuk, daarna de helft van wat dan nog over was gebleven, en zo voort.overblijft, en zo voort: hij doorloopt de oneindige rij ... (de in de “deeltaken” afgelegde afstanden gedeeld door de totale lengte van de baan) in een eindige tijd. Inderdaad zijn de supertaakparadoxen moderne uitwerkingen van de paradoxen van Zeno. 

De oorspronkelijke Achillesparadox is vanuit het perspectief van de moderne natuurkunde geen probleem: de conclusie is slechts dat het inderdaad mogelijk is oneindig veel dingen te doen in eindige tijd, op voorwaarde dat de tijd die nodig is voor de individuele taken op passende wijze naar nul nadert​[6]​. Deze analyse maakt gebruik van het moderne limietbegrip, en van de behandeling als wiskundig continuüm van de lijn waarlangs Achilles loopt. Er zijn varianten op de Achillesparadox die iets meer hoofdbrekens veroorzaken. Een voorbeeld is de zogenaamde Thomsonlamp​[7]​: deze lamp wordt ingeschakeld op de tijdstippen  en uitgeschakeld op . Dat is analoog aan Achilles, wanneer die op het moment van het volbrengen van zijn opeenvolgende deeltaken tegen zichzelf zou zeggen “ja”, “nee”, “ja”, etc. De vraag is nu of de lamp op tijdstip  aan of uit is (zegt Achilles op de finish “ja” of “nee”?). Het paradoxale is natuurlijk dat in ieder tijdintervalletje voorafgaand aan  de lamp zowel oneindig vaak aan als uit is zodat beide antwoorden even goed gemotiveerd lijken. 

Het probleem wordt uit de wereld geholpen door op te merken dat het gegeven aan- en uitzetprogramma uitsluitend betrekking heeft op tijdstippen vóór , zodat er langs logische weg niets af te leiden valt voor de situatie op  zelf. Het vraagstuk is in de opgegeven vorm onbepaald. Om toch wat over het eindtijdstip te kunnen zeggen moet iets worden aangenomen dat een verbinding legt tussen het interval  en ; bijvoorbeeld dat de bij het in- en uitschakelproces voorkomende bewegingen aan de bekende fysische principes voldoen. Dan zien we in het geval van de lamp dat het proces volgens moderne inzichten fysisch onmogelijk is: de schakelaar moet in steeds kortere tijdintervallen heen en weer gaan, zodat uiteindelijk de lichtsnelheid door de bewegende delen zal moeten worden overschreden. Dit kan worden ondervangen door de schakelaar steeds kleiner te maken en de bewegende delen dus kleinere afstanden te laten overbruggen. Dan wordt de Thomsontaak wel mogelijk, en krijgt ook een eenduidige uitkomst. In de limiet zal immers de schakelaar verdwijnen, zodat het elektrische circuit wordt gesloten en de lamp brandt​[8]​. 

De Thomson-supertaak en variaties daarop vormen dus aardige breinbrekers maar leveren geen nieuwe fysische inzichten op. Als ze als logische problemen worden gezien is de conclusie simpelweg dat de gegeven informatie de toestand op  niet determineert; er zijn meer bepalende factoren nodig. Als fysische details worden toegevoegd kan meer worden gezegd over wat er gebeurt, maar dit meerdere blijft binnen de gewone fysische verwachtingspatronen.


Nieuwe paradoxen in de klassieke mechanica

Bij de nu volgende klassiek-mechanische supertaak wordt de situatie anders: de eindsituatie wordt wel vastgelegd door wat voor het eindtijdstip gebeurt​[9]​. We bekijken een 1-dimensionaal probleem: beweging langs een lijn, laten we zeggen de-as. Laat gegeven zijn dat er puntdeeltjes op de-as liggen, op de “Achilles”-posities  enzovoort. Er bevinden zich dus oneindig veel rustende deeltjes in het -interval [0,1), waarvan we aannemen dat ze allemaal dezelfde massa hebben​[10]​. Laat nu nog zo’n zelfde puntdeeltje op het toneel verschijnen: het komt aan van links, langs de negatieve-as, met constante naar rechts gerichte snelheid . Op een gegeven moment botst het met het eerste rustende deeltje, op positie . We nemen aan dat die botsing elastisch verloopt; dat betekent voor deeltjes met gelijke massa dat ze hun snelheden uitwisselen. Dus na de botsing ligt het deeltje dat eerst bewoog stil op, terwijl het aanvankelijk rustende deeltje nu met snelheid  naar rechts beweegt. Een tijdje  na de eerste botsing wordt het tweede rustende deeltje geraakt, en het botsingsproces herhaalt zich. Het bewegende deeltje komt weer tot rust, en het eerst rustende deeltje neemt de snelheid  over. Dit gaat zo door. De botsingen volgen elkaar steeds sneller op, totdat……?! 

De snelheid  wordt bij de botsingen telkens onveranderd doorgegeven, zodat er steeds één deeltje met deze snelheid beweegt. Het is alsof er een schokgolf met snelheid  door de rij rustende deeltjes loopt. Na een tijdinterval  heeft deze schokgolf dus het gehele-interval [0,1] doorlopen. Wat is de situatie daarna?

Die situatie is schokkend. Voor ieder individueel deeltje dat aan het begin van het proces op de -as lag kan worden uitgerekend wanneer het van links wordt geraakt en een snelheid  krijgt, en ook wanneer het die snelheid weer verliest en tot rust komt. Als we de deeltjes van links af nummeren met  en hun posities aangeven met respectievelijk , wordt deeltje  in beweging gebracht op een tijdstip  na de allereerste botsing; en het verliest zijn snelheid weer op het moment  na die allereerste botsing. Ieder deeltje, ongeacht zijn rangnummer, komt dus tot rust vóór het tijdstip : deeltje  komt tot stilstand op positie  op  (met ) en ligt daar dus ook nog op  (want nadat het deeltje tot rust is gekomen gebeurt er niets meer mee). Dat alle deeltjes aan de beurt komen in een eindige tijd was te verwachten, want zoals we al hebben gezien heeft de “schokgolf” een tijd  nodig om het hele interval [0,1], waarbinnen alle deeltjes zich bevinden, te doorlopen. Het verontrustende is dat blijkbaar na die tijd geen enkel deeltje meer beweegt: van elk deeltje is exact aan te geven waar het rust. Waar zijn de energie en impuls van het deeltjessysteem gebleven?

Bij het begin van het botsingsproces was een totale kinetische energie  en een totale impuls  aanwezig. Het is een belangrijk resultaat van de klassieke mechanica dat deze grootheden behouden zijn: hoewel door botsingen en de inwerking van krachten de energieën en impulsen van afzonderlijke deeltjes zeker zullen veranderen, blijft de som van alle deeltjesenergieën en –impulsen gelijk. Deze behoudswetten kunnen worden afgeleid met behulp van de klassiek mechanische bewegingswetten, onder zekere (heel algemene) condities.  Behoud van energie kan worden afgeleid uit invariantie van de dynamica onder translaties in de tijd, en impulsbehoud volgt uit invariantie onder ruimtelijke verplaatsingen. Aan deze voorwaarden is in ons geval zeker voldaan. Het maakt bijvoorbeeld niet uit wanneer we de botsingen laten beginnen----de paradox blijft precies hetzelfde als we een dag later of eerder van start gaan. Evenmin maakt het verschil als we de gehele deeltjesconfiguratie een stuk naar links of rechts over de -as verschuiven. En inderdaad, de gebruikelijke bewijzen van de behoudswetten blijven geldig voor de individuele botsingen. Het is immers direct in te zien dat  bij iedere botsing het van links komende deeltje zowel zijn energie als impuls doorgeeft aan zijn opvolger. Hieruit volgt dat op ieder tijdstip vóór  de totale energie en impuls hetzelfde zijn als aan het begin van het proces. De behoudswetten gelden dus tot , maar op dat ogenblik zelf verdwijnen zowel de energie als de impuls.






De schending van energie- en impulsbehoud die we hebben geconstateerd laat al zien dat de inhoud van de klassiek-mechanische bewegingswetten niet helemaal is wat in natuurkundeleerboeken gewoonlijk wordt beweerd. Maar het beloofde indeterminisme zijn we nog niet tegengekomen. De begincondities (het deeltje dat op het begintijdstip met gegeven snelheid van links aankomt, plus de posities van alle rustende deeltjes) leggen immers volledig vast wat het verloop van het proces zal zijn----er is maar één evolutie met de begincondities verenigbaar. De evolutie is dus deterministisch. Maar een kleine kunstgreep volstaat om het indeterminisme dat desalniettemin in het proces verborgen zit aan het licht te brengen. 

Die kunstgreep maakt gebruik van het feit dat de wetten van de klassieke mechanica tijdsymmetrisch zijn. Dit laatste betekent dat uit iedere oplossing van de vergelijkingen een nieuwe kan worden gegenereerd door “de richting van de tijd om te draaien”. Deze uitdrukkingswijze moet niet letterlijk worden genomen. Bedoeld wordt dat als een film wordt opgenomen van een proces dat voldoet aan de bewegingsvergelijkingen, de gebeurtenissen die we te zien krijgen als de film wordt teruggespoeld ook corresponderen met een oplossing van de vergelijkingen. In het geval van bewegende en botsende deeltjes ziet dat omgekeerde proces er als volgt uit: in de beginsituatie ervan bevinden alle deeltjes zich op dezelfde posities als in de eindsituatie van het oorspronkelijke proces, maar met tegengestelde snelheden. De paden die de deeltjes in het oorspronkelijke verloop volgden worden nu in omgekeerde richting doorlopen, waarna een eindsituatie ontstaat die overeenkomt met de oorspronkelijke beginsituatie, maar weer met alle snelheden omgekeerd. In onze klassiek-mechanische supertaak voldeden de deeltjes op ieder moment aan de Newtoniaanse bewegingsvergelijkingen, en we kunnen deze methode van “tijdinversie” dus toepassen om een nieuwe oplossing van de vergelijkingen te produceren. Hoe ziet deze nieuwe oplossing er precies uit?

De beginsituatie correspondeert met de oude eindsituatie, dat wil zeggen dat alle deeltjes in rust zijn op hun Achilles-posities. Maar vanaf zeker moment is er beweging: vanuit het verdichtingspunt (het punt met -coördinaat ) beweegt het ene deeltje na het andere, al botsend, met snelheid  naar links. Ten slotte blijft het deeltje dat op de positie 0 lag zich met constante snelheid onbelemmerd naar links voortbewegen. Dit is dus blijkbaar een mogelijke oplossing van de Newtoniaanse bewegingsvergelijkingen! Inderdaad is snel in te zien dat in de beschreven beweging op elk ogenblik aan die vergelijkingen is voldaan. Maar dit vreemde proces is niet de enige oplossing van de vergelijkingen bij de gegeven beginconditie. Een andere oplossing is natuurlijk die waarin er helemaal niets gebeurt: de deeltjes blijven gewoon liggen waar ze zijn en er ontstaat helemaal geen beweging. Maar er zijn nog veel meer oplossingen! Als gevolg van de invariantie onder tijdtranslaties waarover we eerder spraken zijn er varianten op onze oorspronkelijke oplossing waarin een deeltje op een ander begintijdstip van links komt, hetgeen tenslotte----als alle botsingen voorbij zijn----resulteert in dezelfde eindsituatie van rustende deeltjes. Door tijdinversie verkrijgen we hieruit een oneindige verzameling oplossingen die slechts van elkaar en van de zojuist besproken “vreemde” oplossing verschillen in het ogenblik waarop de beweging naar links ontstaat. Ten slotte kunnen we ook nog de snelheid van de uit het niets ontstaande beweging willekeurig variëren.


Er zijn dus oneindig veel verschillende oplossingen met dezelfde beginconditie “alle deeltjes in rust”----een duidelijke schending van het determinisme. Een configuratie van stilliggende deeltjes blijkt op een willekeurig tijdstip spontaan tot leven te kunnen komen zonder in conflict te geraken met de wetten van Newton.

Met het supertaakidee in ons hoofd kunnen we nog veel meer vreemde situaties bedenken die door Newtons vergelijkingen worden toegelaten. Een voorbeeld is een deeltje op een lijn dat aanvankelijk in rust is, maar waar vervolgens andere deeltjes op “Achilles-tijdstippen” tegenaan botsen, telkens met grotere snelheid​[11]​. Op deze manier kunnen we bewerkstelligen dat de snelheid van het eerste deeltje in een eindige tijd boven elke grens uitgroeit. Aan het eind van het eindige tijdinterval waarbinnen de versnelling plaatsvindt is het deeltje “iedere positie voorbij”. Dat wil zeggen, welke plaats we ook nemen, er is een tijdstip voorafgaand aan de zojuist genoemde grenstijd aan te geven waarop het deeltje die plaats achter zich heeft gelaten. Op de grenstijd zelf is het deeltje nergens op de lijn te lokaliseren----het heeft het universum verlaten! Als we “de tijd omkeren” ontstaan oplossingen waarin op een willekeurig tijdstip een deeltje uit het oneindig verschijnt. Hier is niet alleen sprake van schending van determinisme, maar zelfs behoud van massa moet eraan geloven. De klassiek-mechanische bewegingsvergelijkingen staan verdwijning in het niets en creatio ex nihilo toe​[12]​.

Een interessante variatie op onze eerste mechanische supertaak ontstaat als we de oneindige rij rustende deeltjes niet laten botsen met een deeltje dat van links komt, maar een deeltje van rechts laten arriveren. Laten we zeggen dat het met constante snelheid nadert en op tijdstip  het punt  bereikt. Wat gebeurt er daarna? Het is duidelijk dat het deeltje niet ongehinderd door kan gaan, want links van het punt  ballen zich oneindig veel rustende deeltjes samen. Het lijkt evident dat er botsingen moeten gaan plaatsvinden. Maar met welk deeltje zou ons inkomende deeltje het eerst moeten gaan botsen? Welk deeltje we ook noemen, het kan niet het eerste zijn want het wordt afgeschermd door oneindig veel deeltjes rechts ervan! Anders gezegd, van links af gezien is er geen laatste deeltje (net zoals er geen laatste natuurlijk getal is); dus van rechts af gezien is er geen eerste deeltje. Het probleem is daarom niet welbepaald. Er kan geen beschrijving van worden gegeven die op ieder moment singulariteitsvrij aan de bewegingsvergelijkingen voldoet. Dat was bij de eerdere supertaken nog wel het geval.

In dit laatste voorbeeld doet zich dus een regelrechte inconsistentie voor tussen de opgegeven beginconditie en de eis dat de klassiek-mechanische bewegingsvergelijkingen op ieder ogenblik van toepassing zijn. Dat lijkt erop te duiden dat Achilles-achtige deeltjesconfiguraties toch​[13]​ op gespannen voet staan met impliciete vooronderstellingen van de klassieke mechanica. Misschien moet expliciet in de theorie worden opgenomen dat zulke configuraties niet mogen? Die gedachte wordt ondersteund door het analyseren van gevallen als het volgende​[14]​.

Stel we hebben een puntdeeltje dat zich in een plat vlak met Cartesische assen  en beweegt: zijn snelheid is gericht langs de positieve -as en heeft de grootte 1. Op tijdstip  bevindt het deeltje zich in de oorsprong (0,0). Op dat moment wordt het van links geraakt door een ander deeltje, zodat het een horizontale snelheid naar rechts verkrijgt, ter grootte van 2. Na een tijdinterval  is ons deeltje aangekomen op een positie met -coördinaat 1. We zorgen er nu voor dat hier een botsing plaatsvindt met een van rechts komend puntobject, zodanig dat de snelheid van ons deeltje verandert in . Dat betekent dat een tijdje  later zijn -coördinaat weer 0 is geworden. Nu vindt een botsing plaats die de snelheid omzet in +8 en het deeltje weer naar rechts laat bewegen; bij aankomst op  wordt de snelheid vervolgens ; enzovoort. Ondertussen gaat de beweging in de -richting ongehinderd door. Dat impliceert dat op tijdstip  de waarde van de -coördinaat 1 is geworden. Maar wat is de waarde van de  -coördinaat op dat ogenblik? Die is onbepaald! De absolute waarde van de horizontale snelheid heeft onbegrensd kunnen toenemen, terwijl de richting van die snelheid steeds sneller is gaan wisselen. Er is geen enkele positie in het -interval [0,1] waartoe de baan van het deeltje nadert als  naar 1 gaat. 






De spanning tussen begincondities van de Achilles-soort en de kinematische vooronderstellingen van de mechanica die aan het licht is gekomen in de laatste supertaak werd erdoor veroorzaakt dat in dit voorbeeld de snelheid onbegrensd kon toenemen. In de relativistische mechanica, de opvolger van de klassieke mechanica, is dat uitgesloten. De maximaal bereikbare snelheid is volgens de relativiteitstheorie namelijk de lichtsnelheid. Dus misschien heeft een relativistische supertaak betere kansen om kinematisch onberispelijk uit de bus te komen. Inderdaad zullen we zien dat de relativiteitstheorie vriendelijker is ten opzichte van de constructies die we hebben bekeken. Het lijkt zelfs mogelijk, in principe, om supertaken te realiseren zonder de oneindige opeenhopingen van objecten waartoe we in het voorgaande onze toevlucht moesten nemen. Dat heeft te maken met een essentieel punt in de relativiteitstheorie: de tijd bezit er een volledig andere structuur dan in de klassieke (voor-relativistische) fysica.

Voor ons is het belangrijkste aspect hiervan dat de relativistische tijd niet absoluut is. Tijd wordt in zekere zin “persoonlijk”. Dat wil zeggen dat de hoeveelheid tijd die verstrijkt tussen twee gebeurtenissen niet alleen afhangt van die twee gebeurtenissen zelf, maar ook van het “pad” dat wordt gevolgd om van de eerste gebeurtenis naar de tweede te komen. Dit wordt mooi geïllustreerd in de tweelingparadox. Neem voor de twee gebeurtenissen waarvan zo-even sprake was de geboorte en de dood van Nietzsche. Is er één welbepaald tijdinterval tussen deze twee voorvallen? Voor Nietzsche zelf natuurlijk zeker: hij heeft een welbepaalde ouderdom bereikt. Maar volgens de relativiteitstheorie hoeft dit aantal jaren niet hetzelfde te zijn als de tijdspanne die wordt ervaren door iemand anders die bij de twee gebeurtenissen aanwezig was. Het kan zijn dat voor die ander veel minder tijd verlopen is. De bepalende factor daarbij blijkt de snelheid te zijn die de waarnemer heeft bezeten. Voor iemand die steeds met een zeer hoge snelheid----bijna gelijk aan de lichtsnelheid----beweegt tussen de twee voorvallen zal vrijwel geen tijd verstrijken. Dit resultaat geldt uiteraard niet alleen voor menselijke waarnemers (of tweelingen); het is een consequentie van de (speciale) relativiteitstheorie die geldig is voor willekeurige fysische processen. Zo zal een klok die snel beweegt tussen twee gebeurtenissen bij aankomst minder hebben getikt dan een klok die in rust is gebleven, en dit verschil is onafhankelijk van de makelij van de klok. 

Het paradoxale van dit resultaat zit in twee dingen: allereerst het conflict met de intuïtie, die ons zegt dat er wel degelijk een goedgedefinieerd tijdverschil bestaat tussen twee gebeurtenissen, en ten tweede een veronderstelde strijdigheid met een van de principes van de speciale relativiteitstheorie zelf, namelijk dat rust en beweging geen absolute begrippen zijn. Op grond van deze laatste overweging lijkt het betekenisloos om te zeggen dat de ene waarnemer snel beweegt terwijl de andere in rust blijft. Dit tweede punt heeft een technische oplossing binnen de relativiteitstheorie: het beslissende verschil tussen de waarnemers is dat slechts één ervan een inertiaalbeweging kan uitvoeren tussen de twee gebeurtenissen. Zo’n inertiaalbeweging wordt gerepresenteerd door een rechte lijn in een ruimte-tijddiagram. Net zoals in de vlakke meetkunde slechts één kortste verbinding bestaat tussen twee punten, namelijk de rechte lijn, is er volgens de relativiteitstheorie maar één levenspad tussen twee gebeurtenissen dat de langste tijd realiseert. (Dat de rechte lijn hier de langste in plaats van de kortste verbinding is komt door het niet-Euclidische karakter van het afstandsbegrip dat volgens de relativiteitstheorie in vier dimensies moet worden gebruikt.) Alle andere paden zijn “gekromd” (dat wil zeggen, ze representeren een reis waarin een versnelling voorkomt) en nemen daardoor minder tijd in beslag. De wiskundige behandeling hiervan in de relativiteitstheorie is volkomen consistent. 

Het doordenken van de tweelingparadox heeft historisch geleid tot vergroot inzicht in de geometrische structuur van de theorie. Wat blijft is de strijdigheid met de intuïtie.  Maar vertrouwdheid met de theorie blijkt te kunnen leiden tot een langzamerhand vervagen van deze spanning, en aanpassing van de voorwetenschappelijke intuïtie. Het blijkt mogelijk een nieuw intuïtief gevoel te ontwikkelen voor de relativistische tijd.






Om zoiets te bereiken hebben we aan de speciale relativiteitstheorie niet genoeg. Weliswaar verloopt volgens de speciale theorie minder tijd voor een snel bewegende waarnemer, maar de verhouding tussen de grootte van een tijdinterval gemeten door een met constante snelheid  bewegende waarnemer en een waarnemer in rust (eigenlijk: in inertiaalbeweging) wordt gegeven door , met  de lichtsnelheid. Omdat het volgens de theorie niet mogelijk is even snel als het licht te bewegen, is deze verhouding altijd een positief getal. Oneindig blijft oneindig na vermenigvuldiging met deze factor​[15]​. We moeten dan ook gebruikmaken van de mogelijkheden van de algemene relativiteitstheorie, de in 1916 door Einstein gepubliceerde generalisatie van de speciale theorie. De ruimtetijdstructuur van de speciale relativiteitstheorie wordt in de algemene theorie geliberaliseerd, om een behandeling van de zwaartekracht mogelijk te maken. In de speciale theorie is de ruimtetijdstructuur namelijk a-priori vastgelegd (het is de structuur van de Minkowski-ruimtetijd), terwijl in de algemene theorie de eigenschappen van ruimte en tijd dynamisch bepaald worden door de aanwezige materie. Dit geeft veel meer mogelijkheden, waarvan sommige in eerste instantie bizar overkomen. Een bekend voorbeeld wordt gevormd door de voorspelling van “zwarte gaten”, singulariteiten in de ruimtetijdstructuur waar de gravitatie oneindig sterk is. In de omgeving van zo’n zwart gat kunnen zich merkwaardige dingen afspelen. 

Voor een waarnemer die zich naar een zwart gat toe beweegt  wordt de tijd enorm versneld, op een manier die analoog is aan wat gebeurt in de tweelingparadox.  Dat wil zeggen dat wat deze waarnemer in korte tijd ziet gebeuren voor een andere waarnemer, op grote afstand van het zwarte gat, enorm lang kan duren----net zoals een zeer snel bewegende waarnemer volgens de speciale theorie het leven van Nietzsche in seconden voorbij zou kunnen zien flitsen. Het nieuwe van de algemene relativiteitstheorie zit erin dat dit effect in bepaalde gevallen​[16]​ een nog dramatischer vorm kan aannemen: een oneindige rij van gebeurtenissen, die oneindig veel tijd in beslag neemt bij de niet in het gat vallende waarnemer, kan door de waarnemer die de “horizon” van het zwarte gat nadert in een eindige tijd worden overzien. Bij nadere studie blijkt dat er een hele klasse van algemeen-relativistische ruimtetijden bestaat met deze eigenschap. Deze oplossingen van de Einsteinvergelijkingen worden erdoor gekenmerkt dat er een ruimtetijdpunt  in bestaat met de eigenschap dat in het causale verleden ervan een wereldlijn ligt die een oneindige hoeveelheid (eigen)tijd in beslag neemt​[17]​; deze hele wereldlijn kan dus vanuit worden gezien. Zulke oplossingen worden Malament-Hogarth ruimtetijden genoemd. 

Er worden nu bijzondere perspectieven geopend. Al lange tijd wordt er bijvoorbeeld gezocht naar een antwoord op de vraag of Goldbachs gissing, dat ieder even natuurlijk getal  de som is van twee priemgetallen, juist is. Bij gebrek aan een wiskundig bewijs zijn met behulp van computers controles uitgevoerd, en deze hebben aangetoond dat er geen tegenvoorbeelden bestaan onder de natuurlijke getallen die kleiner zijn dan ongeveer . Maar dat levert natuurlijk geen overtuigend algemeen antwoord op. Stel nu dat we een computer bouwen die Goldbachs gissing systematisch gaat controleren voor alle even natuurlijke getallen en pas ophoudt, en een signaal geeft, bij het vinden van een tegenvoorbeeld. Het is waar dat wij, als we naast de computer blijven staan, geen antwoord op onze vraag krijgen zolang de machine blijft werken. We kunnen moeilijk oneindig lang gaan wachten…. Maar met een geschikt zwart gat in de buurt wordt alles anders. Een waarnemer die op het punt staat het zwarte gat binnen te gaan kan in een eindige tijd het totale bestaan van de machine overzien, zelfs als die oneindig lang aan de gang blijft volgens een ten opzichte van de machine rustende waarnemer. Hij zou dus kunnen constateren dat de computer nooit stopt, en op die manier een bewijs van Goldbachs gissing “door inspectie” verkrijgen.  

Stel dat we een oneindige rij van gelijke rustende balletjes hebben liggen, dat een van links komend balletje tegen het eerste rustende balletje botst, waarna de beweging van het ene op het andere balletje wordt doorgegeven langs de rij. Dit is een oneindig energie- en impulsbehoudend proces waar geen vreemde configuraties en trucs aan te pas komen. Maar voor een waarnemer die dit gehele proces in eindige tijd kan overzien ziet de situatie er uit als die van onze eerste mechanische supertaak----voor hem worden worden energie- en impulsbehoud geschonden. Of energie en impuls behouden zijn blijkt zo af te gaan hangen van de waarnemer (voor zover ik weet is dit aspect van de paradoxen nog niet in de literatuur besproken). 

Het blijkt trouwens dat het verdwijnen in het oneindig, en het spontaan verschijnen van materie uit het oneindig, hetgeen in de klassieke mechanica slechts kon worden bewerkstelligd door snelheden onbegrensd te laten aangroeien, in de algemeen-relativistische context kan worden gereproduceerd zonder oneindige snelheden. In sommige “heelallen” (oplossingen van de Einstein-vergelijkingen) is het voldoende om een deeltje tot willekeurig dicht bij de lichtsnelheid te versnellen om hetzelfde effect te verkrijgen​[18]​. Dit zet op een nieuwe wijze vraagtekens bij de algemene geldigheid van determinisme in de theorie.






De paradoxen die we hebben bekeken lijken in eerste instantie misschien alleen amusementswaarde te hebben. Maar die indruk zou verkeerd zijn. Het is in de meeste gevallen helemaal niet gemakkelijk om een afdoende analyse te geven en de tegenspraken uit de weg te ruimen. Het uitwerken van zo’n analyse leidt tot aanzienlijke verheldering en inzicht in de theorie.

Zo heeft de Leibniz-onbepaaldheid bijna vanaf het begin van de klassieke mechanica het denken over de structuur van deze theorie en de mogelijkheden van alternatieven gestimuleerd. In de twintigste eeuw hebben deze gedachten het tot stand komen van de relativiteitstheorie en het formuleren van alternatieven zonder absolute ruimte voor Newtons theorie bevorderd​[20]​. In de context van de algemene relativiteitstheorie wordt nog steeds gedebatteerd over de keus tussen substantivalisme en het uit Leibniz-onbepaaldheid voortvloeiende indeterminisme.

De supertaakparadoxen drukken ons met de neus op de verborgen vooronderstellingen die in standaardafleidingen van determinisme, en energie- en impulsbehoud, worden gemaakt. Het blijkt dat deze behoudswetten geen vanzelfsprekende consequenties van de mechanica zijn, noch in de klassieke, noch in de relativistische context. We krijgen door dit inzicht een betere greep op de precieze inhoud van de bewegingsvergelijkingen. Dit is onder andere van belang bij de bestudering van de relaties tussen verschillende formuleringen van de mechanica----we kunnen nu bijvoorbeeld direct inzien dat formuleringen waarin energiebehoud als een centraal principe wordt gepostuleerd niet geheel equivalent kunnen zijn met de oorspronkelijke Newtoniaanse formulering. Wat het determinisme betreft hebben we gezien dat het op verschillende manieren kan falen. De supertaken waarin in eindige tijd een oneindig grote snelheid werd opgebouwd leverden één manier op----deze schending van het determinisme overleeft de overgang naar de speciale relativiteitstheorie niet. De supertaak met de oneindig vele rustende deeltjes waarop van links een ander deeltje botst kan echter wel binnen de speciale relativiteitstheorie worden geformuleerd, en het indeterminisme dat in dit geval verstopt zit overleeft de overgang wel. En zoals boven vermeld heeft de relativiteitstheorie haar eigen “verschijningen uit het niets”, waarvan de constructie gebruik maakt van de specifieke structuur van de relativiteitstheorie. De verschillende paradoxen en gedachte-experimenten fungeren zo als een lancet dat op elkaar lijkende maar toch onderscheiden gevallen uit elkaar weet te halen. 

Het denken over de paradoxale eigenschappen van tijd in de relativiteitstheorie, beginnend met onder andere de tweelingparadox  en later voortgezet bij de bestudering van algemeen-relativistische ruimtetijden heeft eveneens tot een verdieping in onze kennis van de structuur van de theorie geleid. Het denken over deze dingen heeft een sturende werking gehad bij het vinden van nieuwe oplossingen van de vergelijkingen----als resultaat hiervan zijn bijvoorbeeld het Gödel-universum​[21]​ en recent de Malament-Hogarth-spacetimes ontdekt. Zelfs onderwerpen die op het eerste gezicht niets te maken hebben met de natuurkunde, zoals beslisbaarheid in de grondslagen van de wiskunde, zijn niet onberoerd gebleven. 
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^1	  Popper (1939, 32-33).
^2	  In het Scholium over Time, Space, Place and Motion, geplaatst tussen de “Definitions” en de “Laws of Motion” in Newton (1972/1726). Rynasiewicz (2004) geeft een zeer goede bespreking vanuit modern gezichtspunt. Zie voor de ontstaansgeschiedenis van het Newtoniaanse ruimtebegrip ook Slowik (2002) en Dieks (2005).
^3	  De beste bron is nog steeds Alexander (1956).
^4	  In de algemene relativiteitstheorie blijkt een soortgelijke paradox te kunnen worden geconstrueerd als in de klassieke mechanica, met dezelfde keus: indeterminisme of relationisme. Het punt wordt nog volop bediscussieerd in de wetenschapsfilosofische literatuur; in de fysische literatuur wordt vrijwel uitsluitend de  relationistische optie serieus genomen. Zie bijvoorbeeld Norton (1987).
^5	  Zie Barbour and Bertotti (1982) en Lynden-Bell (1995).
^6	  Zie Salmon (1970) voor een verzameling artikelen over dit thema. 
^7	  Thomson (1954-1955), herdrukt in Salmon (1970). In Salmon (1970) is ook commentaar op de Thomsonsupertaak te vinden.
^8	  Wanneer men de atomistische structuur van de materie in de beschouwing betrekt wordt de fysische uitvoerbaarheid weer dubieus: er moet immers steeds minstens één atoom worden verplaatst bij het sluiten van de stroomkring. Er moet dan een heel slimme schakelaar worden bedacht om het proces fysisch realiseerbaar te maken.
^9	  Laraudogoita (1996).
^10	  Dit impliceert dat het interval [0,1] een oneindig grote massa bevat. Dit lijkt fysisch onrealistisch, hetgeen een reden zou kunnen zijn de paradox als “onfysisch” van de hand te wijzen. De vergelijkingen van de klassieke mechanica sluiten zo’n situatie echter niet uit. In het vervolg gaat het om de conclusies die kunnen worden getrokken omtrent de inhoud van deze vergelijkingen, en niet om de fysische realiseerbaarheid van de supertaak.
^11	  Laraudogoita (1997).
^12	  In Earman (1986, ch.3) worden een aantal soortgelijke voorbeelden besproken.
^13	  In weerwil van voetnoot 10.
^14	  Earman en Norton (1998).
^15	  We kunnen proberen hieronder uit te komen door waarnemers te beschouwen van wie de snelheid niet constant is maar willekeurig dicht bij  komt; hiervoor is een onbegrensd toenemende versnelling (en bijbehorende krachten) vereist. Zo kan inderdaad worden bereikt dat de wereldlijn van de bewegende waarnemer een eindige eigentijd in beslag neemt terwijl voor de rustende waarnemer een oneindige tijd verstrijkt----Pitowsky (1990). Maar op de versnelde wereldlijn is dan toch geen punt dat de totale wereldlijn van de rustende waarnemer overziet, zodat supertaken onmogelijk blijven, zie Earman (1995, ch.4).
^16	  Bijvoorbeeld bij elektrisch geladen zwarte gaten, beschreven door een Reissner-Nordström-ruimtetijd.
^17	  Hogarth (1992), Earman en Norton (1993), Earman (1995, ch.4).
^18	  Earman en Norton (1998).
^19	  Malament-Hogarth-ruimtetijden zijn niet globaal-hyperbolisch en schenden de “cosmic censorship” hypothese. Misschien is dit een reden om ze als onfysisch te beschouwen. Hogarth (1992), Earman en Norton (1993, 1996), Earman (1995, ch.4).
^20	  Naast de al eerder genoemde recent ontwikkelde relationele rivalen voor de klassieke mechanica moet hier het gebruik van “neo-Newtonian spacetime” worden genoemd, zie Sklar (1974).
^21	  Gödel (1949a, 1949b).
